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Розв’язання завдань ІІ етапу Всеукраїнської олімпіади 
з математики у місті Києві 
(2016-2017 навчальний рік)

Від знань поки ніхто не вмирав,
але ризикувати не варто

6 клас


1. На факультет кібернетики подали документи для вступу  абітурієнтів. Всього було зараховано 200 з них, при цьому серед зарахованих – 77 юнаків, а серед дівчат була зарахована кожна друга з тих, хто подав документи. Скільки хлопців подали документи для вступу на факультет кібернетики?


Відповідь: .



Розв’язання. Дівчат було зараховано рівно . Оскільки їх зарахували рівно половину, то подали документи . Тому хлопців подало документи .
 (
Рис.
 1
)
2. Наведіть приклад десяти послідовних натуральних чисел, серед яких рівно два простих.


Відповідь: наприклад, такі числа: .


Розв’язання. Наведений приклад з найменшими можливими числами. Серед них простими є числа  та . Існує багато інших відповідей.

 (
Рис. 2
)3. По колу розташовані 7 монет аверсом догори (той бік, де зображений герб). Дозволяється перевернути на зворотній бік будь-які 5 монет, що лежать поруч на колі. Чи можна таким чином усі монети перевернути догори реверсом (той бік, де зображений номінал)?

Відповідь: так.


Розв’язання. Зробимо  перевертань монет, кожного разу вибираючи наступні за рухом годинникової стрілки. Тоді кожна монета попаде рівно у  таких перевертань, звідки випливає, що вона перевертається на протилежний бік.

4. Розріжте фігуру, що зображена на рис. 1, на три рівні частини.

Відповідь: Приклад розрізання показаний на рис. 2.

7 клас


1. Знайдіть суму цифр числа .


Відповідь: .
Розв’язання. Відніманням знаходимо цифри шуканої різниці:

.





Таким чином, шукане число містить  цифр  та  цифр . Тому шукана сума цифр дорівнює .


2. Якою буде остання цифра числа ?


Відповідь: .









Розв’язання. Випишемо періодичність останніх цифр степенів числа : . Тобто вони повторюються через кожні чотири числа. Тому в цій сумі рівно  числа мають останню цифру , стільки ж мають останню цифру ,  та . Тому останні цифри заданого числа та числа  співпадають. Тому шуканою цифрою є .

3. Є 1000000 автобусних білетів, що мають шестицифрові номери від 000000 до 999999. Білет називається призовим, якщо у нього в номері є дві сусідні цифри, що відрізняються рівно на 5. Скільки всього призових білетів серед 1000000?


Відповідь: .


 (
Рис. 3
)Розв’язання. Розглянемо першу цифру, для якої є 10 варіантів. Після цього, щоб білет не став призовим, друга цифра не повинна приймати рівно одне значення, що відрізняється від першої цифри рівно на 5, тобто може приймати 9 різних значень. Тому разом не призових білетів є рівно , відповідно призових — .












4. На сторонах квадрата  вибрані такі точки: на стороні  — точка , на стороні  — точка , на стороні  — точка  та на стороні  — точка  таким чином, що . Доведіть, що .









Розв’язання. Виберемо на стороні  точку , для якої . Тоді  — квадрат (рис. 3), оскільки рівними за двома катетами є прямокутні трикутники , ,  та .


Для доведення потрібної рівності кутів достатньо показати, що рівними є , бо  з рівних трикутників. Легко бачити, що 


 та ,
що й треба було довести.
 



5. Для яких натуральних чисел  існують прості числа  такі, що справджується рівність: .




Відповідь: для , де  та  або навпаки. 
Розв’язання. Зробимо такі перетворення:



  .

Оскільки , то єдина можливість такого розкладу є за умов: 


 та .





Звідси   . Таким чином,  та  або навпаки. 

8 клас




1. Попарно різні цілі числа  задовольняють рівність: . Скільки різних значень може приймати число ?

Відповідь: чотири значення.







Розв’язання. Числа  — дільники числа . При цьому, якщо , то рівність неможлива, бо тоді . Тому для  можливі чотири варіанти: . Неважко зрозуміти, що для кожного з них існують відповідні значення .




, ,  або .

2. Наведіть приклад дев’яти послідовних натуральних чисел, серед яких немає простих.


Відповідь: наприклад, такий набір чисел: .


Розв’язання. Наведений у відповіді приклад — найменший з можливих, тобто з найменшими числами. Можна також навести більш очевидний приклад такого набору: позначимо через , тоді шуканий набір — .



3. Знайдіть усі пари цілих чисел , для яких .


Відповідь: пари чисел, для яких .
Розв’язання. Зробимо такі перетворення лівої частини заданої рівності:

.
Оскільки 




при ненульових , то рівність справджується лише для пар чисел, для яких .
 (
Рис.
 4
)









4. На горизонтальній прямій зліва направо розташовані точки . По один бік від цієї прямої вибрані точки  та  таким чином, що трикутники  та  рівносторонні. Прямі  та  перетинаються в точці . Знайдіть величину .


Відповідь: . 




Розв’язання. Оскільки  (рис. 4) та аналогічно  випливає, що , тому . З іншого боку 



.


5. На дереві сиділи  папуг трьох різних кольорів — жовті, зелені та блакитні. Ворона, що пролітала повз це дерево, каркнула: «Серед вас зелених папуг більше ніж блакитних!», на що «ТАК» відповіли рівно половина папуг, а інша половина відповіла «НІ». Тоді ворона вдруге каркнула: «Серед вас блакитних папуг більше ніж жовтих!», на що знову одна половина відповіла «ТАК», а інша половина – «НІ». Відомо, що зелені папуги обидва рази сказали правду, жовті обидва рази збрехали, а кожна блакитна один раз збрехала, а інший – сказала правду. Чи може за таких умов жовтих папуг виявитись більше за зелених?

Відповідь: ні.





Розв’язання. Позначимо через  кількість тих блакитних папуг, що сказали правду відповідно вперше та вдруге, через  позначимо кількість зелених та жовтих папуг відповідно. Тоді з умов задачі можна записати такі рівності:  та . Якщо ці рівності додати, то вийде, що .

9 клас




1. Попарно різні цілі числа  задовольняють рівність: . Скільки різних значень може приймати число ?

Відповідь: два значення. 












Розв’язання. Числа  -- дільники числа . При цьому, якщо , то рівність неможлива, бо тоді . Крім того, зрозуміло, що  має бути додатним. Тому для  можливі три варіанти: . Для  матимемо таку умову для : . Але підібрати цілі значення  неможливо. Для значень  наводимо відповідні приклади:


 або .


2. Знайдіть суму цифр числа .


Відповідь: . 
Розв’язання. Обчислимо послідовно такі числа:


, ,

.




Таким чином, шукане число містить одну цифру , дві цифри , і решту  цифр . Тому шукана сума цифр дорівнює:

.





3. Натуральні числа  та просте число  задовольняють рівність: . Доведіть, що число  є квадратом натурального числа.







Розв’язання. З умови задачі маємо, що . Оскільки ліва частина має рівно три дільники , то єдина можливість задовольнити дану рівність — умова, що  та . Але тоді . Звідси маємо, що , що й треба було довести. 






4. У опуклому чотирикутнику  відомо, що ,  та . Знайдіть . 


Відповідь: .



Розв’язання. Позначимо через  точку перетину описаного кола  з діагоналлю  (рис. 5). Тоді


.









[image: C:\Users\Bogdan\AppData\Local\Microsoft\Windows\Temporary Internet Files\Content.Word\Image.jpg]Оскільки , то трикутники  та  мають однакові кути, звідки . Чотирикутник  — вписаний, тому . Тобто  лежить на бісектрисі , тобто це — інцентр . Далі маємо, що



.



 (
Рис. 
6
) (
Рис.
 5
)5. Задана дошка з  рядків та  стовпчиків. Чи можна прибрати дві клітинки з останнього стовпчика так, щоб дошку, яка вийшла, можна було замостити без накладань фігурками, що наведені на рис. 6? Повертати їх можна. 

Відповідь: не можна.



Розв’язання. Запишемо у кожному рядку зліва направо числа  по одному в кожну клітинку. Тоді будуть прибрані дві будь-які клітини з записаними в них числами . Будь-яка фігурка покриває п’ять клітинок, сума чисел на яких кратна . Але сума всіх чисел таблиці, що лишилася дорівнює 

,


і має останню цифру , тобто не кратна . 

10 клас




1. Для якого значення параметра  суми квадратів коренів рівнянь  та  рівні?


Відповідь: . 

Розв’язання. Обчислимо за теоремою Вієта значення суми квадратів коренів квадратного рівняння  через його коефіцієнти:

.




Тоді маємо таку рівність: . Звідси . Маємо дві відповіді:  та . Залишається перевірити, чи існують корені при таких значеннях.


При  рівняння  коренів не має. 



При  рівняння  та  мають корені.




2. Для якого найбільшого натурального числа  число  ділиться націло на ?


Відповідь: . 
Розв’язання. Зробимо такі перетворення: 





.




Щоб це значення було натуральним, треба, щоб . Максимальне значення , при якому це можливо, коли , або .











 (
Рис. 
7
)3. У опуклому чотирикутнику   та . Бісектриса  перетинає прямі  та  у точках  та  відповідно. Доведіть, що трикутники  та  подібні.




Розв’язання. Оскільки за умовою та побудовою ,  та . Звідси (рис. 7)



 




  






, тому чотирикутник  — вписаний. З доведеного вище маємо, що . Оскільки  у трикутниках  та  спільний, то вони мають по дві пари рівних кутів, що й завершує доведення. 



4. У Олесі є  олівців. Вона може робити ходи одного з двох типів: або прибрати 3 олівці з купи, якщо там є принаймні 3 олівці, або прибрати половину всіх своїх олівців, якщо їх кількість на момент цього ходу є парною. Для якої кількості олівців  Олеся зможе прибрати всі свої олівці? 


Відповідь: .





Розв’язання. Доведемо за ММІ. Нехай . Для  вона очевидно досягає своєї мети. Нехай вона досягає мети для . Якщо олівців , то Олесі достатньо зробити хід першого типу — перекласти  олівці, а далі спрацьовує принцип індукції.









Нехай . Для  вона очевидно не може досягти мети. Нехай для всіх  та  вона не досягає мети. Нехай в неї  чи . Тоді хід першого типу одразу призводить до ММІ. Якщо  — парне, то після ділення навпіл воно залишиться таким, що не ділиться на  та менше від . І знову спрацьовує принцип індукції. 



5. Для додатних чисел , що задовольняють умову , доведіть нерівність:

.



Розв’язання. Задану рівність  помножимо на . Тоді 

.

Доведемо нерівність . Після піднесення до квадрату матимемо, що вона рівносильна таким 





    ,
остання очевидно справджується, як і усі попередні.
Поєднуючи такі три аналогічні нерівності, матимемо те, що треба було довести.

11 клас






1. Заданий квадрат  зі стороною . У зовнішній бік від квадрату побудовані рівносторонні трикутники  та . Знайдіть довжину відрізка .
 (
Рис.
 8
)

Відповідь: .

Розв’язання. Розглянемо  (рис. 8). Знайдемо



.

Оскільки , то можна скористатися теоремою косинусів:



.

2. Яких чотирицифрових чисел більше: тих, що є добутком двох двоцифрових чисел, чи тих, що не подаються у вигляді такого добутку?

Відповідь: тих, що є добутком двох двоцифрових, — менше.



Розв’язання. Усього чотирицифрових чисел від  до  рівно .

Порахуємо, яку кількість можна подати у вигляді добутку двох двоцифрових. Зрозуміло, що усього двоцифрових чисел рівно . 


Тому серед чотирицифрових чисел квадратів максимум  (зрозуміло, що їх менше, бо, наприклад,  — трицифрове число). 

Тих, що є добутком двох різних двоцифрових чисел, — не більше ніж . 

Таким чином, чотирицифрових чисел, що є добутком двох двоцифрових, — не більше ніж , тобто їх менше половини.



3. Знайдіть таке просте число  та натуральне число , що задовольняють рівність: 

.



Відповідь: , . 
Розв’язання. Згрупуємо доданки таким чином:




  , оскільки .







Далі маємо таке рівняння:    тобто , що можливо лише за умови, що . Таким чином, єдиний розв’язок — , .


















4. Нехай дано трикутник  та коло  з діаметром . Бісектриси кутів  та  перетинають (вдруге) коло  у точках  та  відповідно. Вписане коло у  дотикається до сторін  та  у точках  та  відповідно. Доведіть, що точки , ,  та  лежать на одній прямій.









Розв’язання. Нехай пряма  перетинає  та  у точках  та  відповідно. Бісектриси  та  перетинаються в інцентрі  (рис. 9). Тоді:

 (
Рис. 
9
),
а також 

.

Але тоді точки  лежать на одному колі, звідки маємо рівність кутів:

,









оскільки  — діаметр кола . Тому , але це означає, що , аналогічно . Таким чином, усі 4 точки , ,  та  лежать на одній прямій.

5. Розглядається зростаюча нескінченна арифметична прогресія натуральних чисел. Для кожного її члена розглядається квадратний корінь з нього. Якщо цей корінь не ціле число, то відбувається його округлення за правилами округлення. Чи могло так трапитись, що усі округлення були в один бік, тобто або усі не цілі числа були округлені в менший бік, або усі в більший бік?

Відповідь: ні. 





Розв’язання. Щоб число  було округлене в менший бік потрібно, щоб  для деякого натурального . Або , звідки . Таким чином, щоб не відбулося жодного округлення у менший бік має не виконуватись жодна така нерівність для членів прогресії. Але це неможливо, бо довжина такого проміжку зростає, настане момент, коли різниця прогресії стане менше його довжини і в нього потрапить число, яке ми маємо округлити в меншій бік. Аналогічно доводиться, що відбудеться округлення в більший бік. 
[bookmark: _GoBack]
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